ANNEXE 3

LE SIGNE DE SOMMATION

A.3.1 DEFINITION ET PROPRIETES

L’ analyse statistique recourt souvent a la sommation de valeurs définies
a partir des observations. Le signe de sommation 3 permet de simplifier
I’écriture d’une telle opération.

Les n valeurs observées d’une série statistique(’) sont représentées
d’une part au moyen d’une lettre rappelant le nom de la variable (z,y,...)
et, d’autre part, d’une autre lettre (7,7, k, ...) placée en indice et permettant
d’identifier I’élément considéré :

{z1,m0,23,...,Ti,...,Tp}.
La sommation de ces nombres peut s’écrire
1 +x2+x3+... 4+ + ... +x)p.

Quand le nombre de termes est élevé, cette écriture devient fastidieuse. Il est
alors conseillé d’utiliser une formulation plus synthétique qui repose sur la
constatation suivante : les termes de la somme ne se distinguent que par les
indices et, en outre, ces derniers sont les entiers successifs compris entre 1
et n. La connaissance de la premiere et de la derniere valeur de cet indice
nous permet d’en déduire les autres. C’est pourquoi, la somme des valeurs
T1,Z9,...,T, est généralement présentée sous la forme

m1+x2+...+xi+...+xn:in.
i=1

Cette expression se lit comme suit : on somme les x;, ot i prend les valeurs
entieres comprises entre 1 (chiffre indiqué sous le X) et n (chiffre apparais-
sant au-dessus du X). Notons que, pour des raisons d’ordre purement typogra-
phique, la somme des valeurs x1, o, . .., 2, est également parfois écrite sous
la forme Z?:l x;. L’écriture synthétique de la somme de valeurs a beaucoup
de souplesse. Nous en présentons quelques exemples.

3

1. in:$1+$2+$3;
i=1

M Ce qui suit peut aussi étre appliqué aux distributions observées et groupées.
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5
2. ij =x3+ x4+ 5 ;
=3
4
3. wi =i+ sl
j=1

Nous pouvons aussi exclure une des valeurs possibles de 1’indice :

5
in:$1+$2+$3+1'5.

=1
i#4

Lorsqu’une somme porte sur tous les termes d’une série {z1,...,2,},
il est fréquent de remplacer

n
E xr; par E Z;
i=1 %

afin d’alléger I’écriture. Il est alors sous-entendu que ¢ varie de 1 a n.

Par ailleurs, on peut utiliser des indices distincts pour représenter les
mémes expressions :

n n n
E Ty = E Tj = E Tl = ...
i=1 J=1 k=1

Cette possibilité est surtout utile quand on fait intervenir dans une méme ex-
pression un ou plusieurs facteurs sous forme de sommation. Par exemple :

2

n n n n n

Dolmdw ) =) | 2w =)
i=1 i=1 j=1 j=1

J=1

Enfin, on peut énoncer un certain nombre de propriétés algébriques dont
les plus utilisées sont les suivantes.

Propriété A.3.1 Si a est une constante,

> a=na. (3.1)

Démonstration :
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Propriété A.3.2 Si a est une constante,

zn:axi = azn:xi. (3.2)
i=1 i=1

Démonstration :

n n
Zami:a;vl—i—---—l—aacn:a(x1+-~-+xn)=a2xi.
i=1 i=1

Propriété A.3.3
Z(Iﬂr%) = ZSCHFZ% (3.3)
i=1 i=1 i=1

Démonstration :

Z(ffz-f'yz) = (@+y)+.. .+ (@n+yn)

i=1

= @+t z) WGt tYn) =D T+ > Y
i=1 i=1
Propriété A.3.4
D lai+by)? =a > af+2ab> myi +0°Y i (A
i=1 i=1 i=1 i=1

Démonstration?

Z(ami +by)? = Z(a2m? + 2abzy; + b*y})

i=1 i=1

= Y a®a? Y 2abaiy; + > b*? [cf. (3.3)]
i=1 i=1 i=1
n n n
= a? Z mf + 2abz ziy; + b Z yf [cf. (3.2)]
i=1 i=1 i=1

Propriété A.3.5

n 2 n n n
<Z xl> = Z xf + Z Z TiTj. 3.5)
i=1 i=1

i=1 j=1
Jj#i

(2) Rappelons que si a et b sont deux quantités réelles, (a + b)? = a2 4 2ab + b2
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Démonstration :

(Z%) = (t1+...Fz ) =(x1+... Fr)(z + . 3,)
i=1

= 224 ai(zp+as+...+x,) +x0xy + 25
tao(z3 + 24+ .. ) + 23(2 + 20) + 25
+rs(zstxs+...+xn)+ ...
tn(zy+ T2+ ...+ Tpoy) + 22

= Zx?—&—inij:Z:v?—i—ZZmixj.
i=1 i=1  j=1 i=1 i=1 j=1
i i
A.3.2 EXERCICES PROPOSES
Développez les expressions suivantes :
4 5 4
a)Z(mi —a)2; b)Z(a—Qmi)Q; C)Z(a:i —a)Q;
i=1 i=1 =2
5 4 4
d) > a(w; —b); e) > 2z —-3)% N (w—a)’;
=1 1=1 =1
1 — le=2z;—a 1l e )
9) =) (zi—a); h) — 2 ; =) (xi—a);
n ; n = b n ;
1 - T, —a 2 7 2 1 7 2
1)52( 5 ) DY (s —a)?; I)Ean(xj—a) -
i=1 j=1 j=1

Considérons la série {x1 = 1;z2 = 4;23 = 2;24 = 3etzs = 5}.

Déterminez la valeur des sommes suivantes® :

5 5 5 5
D SETIN R SFF O @—3); &> e
=1 =1 =1 =1
5 1 5 1 5 ) 1 .
6)24%’; f)gZ\wi—iﬂ; 9)62(3«"1‘—3) ; h)gZ(mi_?’) .
i=1 i=1 i=1 i=1

Décomposez les expressions suivantes :
n 1 n n 1 n 2
a {Dnz%} - {Z nz%] |
=1 j=1 =1 j=1

(3) Rappelons, pour le point f), que la valeur absolue |a| d’un nombre @ € R vaut a, si a est
positif, et son opposé, si a est négatif. Exemples : |[4| = 4; | — 3| = 3.
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Utilisez le signe de sommation pour écrire les expressions suivantes :

aAyi+y2+...+ys; b) nix1 +nexs+ ...+ nyxy;
c)arz + azz® + ...+ ana™; d) z1y1 + z2y2 + ... + TaYn;
e) fi(z1 —a)® + fa(za —a)* + ...+ fr(zs —a)?;
)14+24+34+...4+8; 9)1+4+9+16+25;

h) —1+4 — 27 + 256 — 3125.

Montrez au moyen d’exemples simples que :
(a) zn:z _nrlnt+l).

2
i=1
~ o n(n+1)(2n+1)
(b) ;z =

n

(c) Z(xi—x)IO,SiI:i;Ij;

i=1

1 TR S (N
(d) ﬁ;(xzfm) —ﬁizlzifz,&x—g;xj:

n

(e) Z(xl +1)* = Zazf + Qin + n.
i=1 i=1

i=1

Considérons la matrice (voir annexe 5) :

T11 L1k T1K
Xixx = | zj Tk TiK
Tj1 o Tgk o TJK

Dites ce que représentent les expressions suivantes :

J K K
> > wp: b)Y w0 Y Tk
j j k=1





