ANNEXE 5

CALCUL MATRICIEL ET GEOMETRIE DANS RX

A.5.1 ELEMENTS DE CALCUL MATRICIEL

A.5.1.1 Définitions

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres comportant par
exemple K lignes et L colonnes, ou K et L sont des entiers positifs. Elle est
généralement représentée par une lettre majuscule comme, par exemple :

@13 ai2 -0 ay v a1rp
a1 Q22 - Az v A2L
A= = (an)
a1 Qg2 Gkl QgL
aK1 GK2 -°° QK] 't OKL
ou ay; représente 1’élément situé en ligne k eten colonne [ (k =1,..., K;l =
1,...,L). Les valeurs de K et L définissent la dimension de A ; cette matrice

est dite « K x L », et notée parfois Ay,

Une matrice est carrée si K = L, c’est-a-dire si elle compte autant de
lignes que de colonnes.

Un vecteur-colonne est une matrice constituée d’une seule colonne (L =
1) ; un vecteur-ligne est une matrice comptant une seule ligne (K = 1).

EXEMPLE A.5.1

Un tableau individus x caractéres contenant les valeurs x;; de p
variables aupres de n individus (i = 1,...,n;k = 1,...,p) peut étre
représenté par une matrice X de dimension n X p.

A.5.1.2 Opérations élémentaires
a) Transposée d’une matrice

Transposer une matrice consiste a permuter le role des lignes et des co-
lonnes. La transposée de A est notée A’.

27
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EXEMPLE A.5.2

1 3 1 L4
SiA—( 2),alorsA’— 3 1

4 1
-1 2

Si A est de dimension K X L, sa transposée A’ est de dimension L x K.
Observons aussi que (A’) = A.

La matrice carrée A i i est symétrique si A’ = A, ¢’est-a-dire encore
si ag; = ay, pour tout k, 1 € {1,..., K}

EXEMPLE A.5.3
1 2 5
La matrice A = 2 0 3 | estsymétrique.
5 3 -1

b) Addition de deux matrices

On peut sommer deux matrices A = (ay;) et B = (by;) de mémes
dimensions : A+B = (ag;+bg;). I1 suffit de sommer les éléments appartenant
a la méme ligne et a la méme colonne.

EXEMPLE A.5.2 (suite 1)

SiA— 1 3 -1 ot B — -1 -2 4 ’
4 1 2 2 1 2
01 3
A+B= .
* (6 2 4)

Insistons sur le fait qu’on ne peut additionner que des matrices ayant les
mémes dimensions. De plus, si A et B sont toutes deux de dimension K x L,
leur somme A + B sera elle aussi une matrice de dimension K x L.

Citons enfin deux propriétés élémentaires liées a la somme de matrices.

Propriété A.5.1 (commutativité) Soient A et B deux matrices de mémes
dimensions: A+ B =B + A.

Propriété A.5.2 (associativité) Soient A, B et C trois matrices de mémes
dimensions: (A+B)+C=A + (B+C).
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¢) Multiplication d’une matrice par un scalaire

Multiplier une matrice A = (ag;) par un scalaire \ (c’est-a-dire un
nombre réel) consiste a multiplier tous les éléments de A par A :

AA = (/\akl).

EXEMPLE A.5.2 (suite 2)
SiA—(1 3 -1 ),alorsQA—(2 6 -2 >
4 1 2 8 2 4

d) Produit de deux matrices

La multiplication de deux matrices A et B ne se congoit que si le nombre
de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Ainsi, le produit de
Ak, = (ar) par By = (bin) nous donne une matrice Cxx g = (¢kn)
ou

L
Ckhzzaklblh k}:l,...,K;h:L...,H.
=1

EXEMPLE A.5.2 (suite 3)

-1 2
1 -1
SiA = 3 etB = 0 1 |,nousavons:
4 1 2
-2 1
1 3 -1 -2 1 4
C=AxB= B X 01 |= .
4 1 2 9 1 -8 11

Ainsi, I'élément c11 (situé sur la premiére ligne et la premiére colonne
de la matrice C) est obtenu en sommant les produits des éléments de la
premieére ligne de A par ceux de la premiére colonne de B qui occupent
« la méme position » :

1=1x(=1)+3x0+(—1) x (-2).

Dans la suite, le produit de A par B sera désigné indifféremment par
A x B oupar AB.

Les propriétés suivantes se démontrent aisément.

Propriété A.5.3 (associativité) Soient les matrices Axxr, Brxy et

CH><Q :
(AB)C = A(BC).
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Propriété A.5.4 (distributivité) Soient les matrices Ax«r, Brxg et
Drxn:
AB+D)=AB+ AD.

De méme, si I’on considere les matrices Brxm, Drxm et Crxg :

(B +D)C = BC + DC.

Considérons enfin les matrices carrées E et F', de mémes dimensions
K x K. Nous pouvons facilement vérifier que EF n’est généralement pas
égal a FE. Contrairement a 1’opération d’addition, celle de la multiplication
de deux matrices ne jouit pas de la propriété de commutativité.

A.5.1.3 Utilisation de la notation matricielle dans ’analyse statistique

Le recours a la notation matricielle permet de simplifier 1’écriture. Pre-
nons I’exemple suivant.

EXEMPLE A.5.4

Considérons la matrice X représentant le tableau individus x ca-
ractéres relatif a une série statistique bivariée de taille n = 5, ou les
éléments de la premiere colonne correspondent aux valeurs x; de
la premiére variable et ceux de la seconde colonne aux valeurs y;
observées pour l'autre variable :

2 7
4 10
X=|5 9
6 13
8 11

Yi

FIG. 5.1 — Série bivariée
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Les moyennes marginales valent :

2+44+5+6+8 _
5 -

7T+10+9+13+11
5 = 10.

<
\

D’autre part, pour calculer les variances marginales, nous pouvons cen-
trer les séries marginales en remplagant les valeurs z; par w; = x; — T
et y; par z; = y; — y. Nous obtenons alors la matrice des valeurs
centrées

-3 -3

-1 0

X. = 0 -1
1 3

3 1

ou les valeurs w; et z; sont contenues dans les colonnes de X.. Les
variances marginales sont égales a

1Z 9+1+0+1+9

2 2

= . 2 =4

Sx n - wl 5 )
1 1 1

2 = Ezzgzwﬂ;_

Par ailleurs, la covariance vaut

1

Le coefficient de corrélation vaut, quant a lui :

p=Sm 3 75
SzSy 2% 2

Tous ces résultats peuvent aussi étre aisément obtenus par calcul ma-
triciel. En effet, la matrice V donnée par la relation

v=lxix.
n

est la matrice de variance-covariance de |a série observée :

-3 -3

1({-3 -1 0 1 3 LY

Vv = = X 0 -1

50-3 0 -1 3 1

1 3

31
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Par ailleurs, en divisant les éléments (z; — Z) de la premiére colonne
de X par s; = 2 et ceux de la seconde, (y; — ¥), par s, = 2, nous
obtenons la matrice des valeurs centrées réduites :

-3/2 —3/2

~1/2 0

Xer = 0 —1/2
/2 3/2

3/2 1/2

La matrice

R:lx,crxcr: 1 0.75 _ 1 r
n 0.75 1 r 1

est alors la matrice de corrélation.
Observons que les matrices V et R sont toutes deux symétriques.

L’intérét de cette écriture est de pouvoir 'utiliser quels que soient les
nombres de variables et d’individus.

A.5.1.4 Rang d’une matrice

Considérons @ vecteurs y1,...,y¢o de mémes dimensions(!). Ces vec-
teurs sont linéairement indépendants si 1’ égalité(?)

Q
Z gyq =0
q=1

n’est réalisée que pour o = g = ... = g = 0. Ceci revient encore a dire
que yi,...,yq sont linéairement indépendants si aucun de ces vecteurs n’est
combinaison linéaire des autres.

EXEMPLE A.5.5
1 2
Considérons les vecteurs y1 = 0|, y2o = —1 et
1 2
1
ys = 0 |. Sont-ils linéairement indépendants ? Pour répondre
-1

a cette question, recherchons les scalaires a1, a2 et as tels que

(O] peut s’agir aussi bien de vecteurs-lignes que de vecteurs-colonnes.
(2) Le vecteur 0 est le vecteur nul (vecteur dont toutes les composantes sont nulles) de méme
dimension que les vecteurs y1,...,yQ-
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ai1y1 + a2y2 + asys = 0. Nous devons résoudre le systéme
d’équations :

a1+ 202+ a3 =0

—Qg = 0

a1 + 202 —as = 0.
La deuxieme équation nous donne a2 = 0 et nous permet de réécrire
le systéme sous la forme suivante :

a1 +a3 =0
CYQ:O

a17a3:0.

En sommant membre a membre les premiere et troisiéme équations,
nous constatons que 2a; = 0 et, par conséquent, que a; = a2 =
a3 = 0. Légalité a1y1 + asy2 + asys = 0 n’est donc vérifiée que si
a1, oz et az sont tous les trois nuls ; nous pouvons en conclure que les
vecteurs y1, y2 et y3 sont linéairement indépendants.

1 2
En revanche, les vecteurs y; = 0 |,y2 = -1 etys =
1 2
4
-1 ne sont pas linéairement indépendants. En effet, y1 est com-
4

binaison linéaire de y1 et y2 : ya = 2y1 + yo.

33

Considérons a présent une matrice A de dimension K x L,avec K > L:

rang(A) € {1,2,...,min(K, L)}.

On vérifie par ailleurs que

rang(A) = rang(A’) = rang(A'A).

EXEMPLE A.5.5 (suite 1)

la matrice A compte donc autant ou davantage de lignes que de colonnes.
Dans ce cas le rang de A est le nombre maximum de colonnes de A qui sont
linéairement indépendantes. Dans le cas ou K < L, le rang de A correspond
au nombre maximum de lignes de A linéairement indépendantes. Nous avons
donc nécessairement

Soit la matrice A3« 3 dont les colonnes sont les vecteurs y1, y2 et ys :

1 2 1
A= 0 -1 0
1 2 —1
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Nous avons déja vérifié ci-dessus que les trois colonnes de A étaient
linéairement indépendantes. On peut, suivant une démarche ana-
logue, montrer que les trois lignes de A sont également linéairement
indépendantes. La matrice A est de rang égal a 3 : rang(A) = 3.

Déterminons a présent le rang de la matrice B33 dont les colonnes
sont les vecteurs y1, y2 et ya :

1 2 4
B = 0 -1 -1
1 2 4

Nous l'avons vu, les trois colonnes de B ne sont pas linéairement
indépendantes : rang(B) < 3. Puisque deux colonnes quelconques
de B sont toujours linéairement indépendantes (aucune colonne de B
n’est multiple d’une autre colonne), la matrice B est de rang égal a 2.

A.5.1.5 Déterminant d’une matrice carrée A x» i
a) Définition de |A|
Le déterminant d’une matrice carrée A i« i = (a;) est un nombre réel,
noté |A|, qui se calcule comme suit :
e K=1:siA=uq,alors |[A| =a;

. ail a2
e K =2:s1iA = , alors |A‘ = 11022 — 021012,
21  a22

ail; a2 ais
e K=3:siA= ag1 Qa22 a23 s alors

asz1 asz az3

|A| = aia2a33 + ai2a23a31 + a13a21032

—a11G23032 — @130A22031 — 12021433}

e Quand K > 3, la définition d’un déterminant n’est plus utilisable en
pratique pour son calcul ; on recourt plutdt au résultat suivant.

b) Détermination de |A|

Désignons par My, la sous-matrice carrée de A obtenue en supprimant
la k-éme ligne et la [-€me colonne de A. Le cofacteur de ay;, noté Ay, est
défini par

k+1
Apr = (1) My|.
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Dans ce cas, |A| peut étre calculé par I’'une quelconque des deux relations

suivantes :
K
Al = ZaklAkl ke{l,....,K}
1=1
K
Al = ZaklAkl le{l,....,K}.
k=1
EXEMPLE A.5.6
‘—3 2| g 5 s
1 -3
-1 1 2
1 _ oyl L _’—1 Lol 1 2
1 -3 2 -3 2 1
2 1 -3
= (-1)x5—-1x142x3=0.
¢) Propriétés

Les propriétés essentielles du déterminant |A| d’une matrice carrée

Ak xx = (ax;) sont les suivantes :

1.
2.
3.

|A| = [A].
Si A posseéde une ligne ou une colonne nulle, son déterminant est nul.

Si A possede deux lignes ou deux colonnes égales, son déterminant est
nul.

. Si A n’est pas de rang maximal K — au moins une de ses lignes (co-
lonnes) est combinaison linéaire des autres lignes (colonnes) —, son
déterminant est nul.

. Si A est diagonale — ag; = 0 pour tout k,l € {1,..., K} avec k # [
—, |A| = a11022 ... 0K K.

Si A et B sont de méme dimension, |AB| = |A| x |B].

Si on multiplie les éléments d’une ligne (colonne) de A par ¢ € R, |A|
est multiplié par c.
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A.5.1.6 Inverse d’une matrice carrée
a) Matrice adjointe
Soit A une matrice carrée de dimension K x K. On appelle matrice ad-

Jjointe de A — et on la note adjA — la transposée de la matrice des cofacteurs
des éléments ay; de A :

adjA = (Ag)".
EXEMPLE A.5.6 (suite 1)
adj = =
1 -3 —2 -3 1 -3
1 1 2 5 -1 3\ 5 5 5
adi| =1 —2 1 |=|5 -1 3| =] -1 -1 <1
2 1 -3 5 -1 3 3 3 3

b) Matrice inverse

On peut montrer qu’une matrice carrée A est inversible si et seulement
si |A| # 0. Elle est dite dans ce cas non singuliére et sa matrice inverse A~'
est telle que

1
A7l = —adjA.
A"

Notons que A~'A = AA~! = I ou I est la matrice identité® de dimension
K x K.

Remarquons que, pour pouvoir étre inversible, la matrice A doit
nécessairement &tre de rang maximal K, puisque |A| serait nul si le rang de
A était strictement inférieur a K.

EXEMPLE A.5.6 (suite 2)

3 2\ 1 -3 -2\ [ -37 —27
1 -3 Tt -1 =3 )\ -1/ =37 )

En revanche, la matrice

-1 1 2

Asys = -1 -2 1

2 1 -3
1 0 0
0 1 0
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n'est pas inversible puisque |A| = 0. Elle est dite singuliére. On vérifie
par ailleurs aisément que cette matrice n’est pas de rang égal a 3 :
la 3° ligne = (—1) x la 17 ligne 4+ (—1) x la 2° ligne,
c’est-a-dire

asy :(71) ><a11+(71) X asy, l:1,2,3.

¢) Propriétés

Si A et B sont des matrices non singulieres de mémes dimensions, alors
. (A H) t=A;
2. (A=A,
3. (AB)"! =B AL

A.5.1.7 Formes quadratiques

a) Forme quadratique en K variables

Une forme quadratique en K variables x1, 2o, ..., Xk €st une expres-
sion du type :
K K
F(xy,29,...,0K) = E g ARl TLT].
k=11=1
Si on pose
X1 a1; a2 -0 A1K
T2 az1 Az - Q2K
X = et A= ,
TK g1 Qag2 - OKK
on peut vérifier, en notant F'(x) = F(z1,22,...,Zx), que
F(x) = x'Ax.

De plus, on peut supposer que A est symétrique. En effet, si ay; # aix, nous
pouvons remplacer ces deux valeurs par

akl + aik

by = by, = 5

EXEMPLE A.5.7
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La forme quadratique
F(x) = F(z1,x2,23) = 227 + 222 — 225 + dz173 + 22073

peut encore s’écrire :

2 0 X1
F(x):(azl T2 ﬂc3> 0 2 )
2 1 =2 T3

b) Formes quadratiques définies et semi-définies positives

Une forme quadratique x’Ax — ou encore, par extension, la matrice
carrée symétrique A définissant cette forme quadratique — est définie positive
si x’ Ax > 0 pour tout x non nul. Elle est semi-définie positive si x’ Ax > 0
pour tout x non nul et s’il existe au moins un x non nul tel que x’ Ax = 0.

c¢) Propriété
La matrice A est définie positive si et seulement si

a1 Gi2 a3

air a1z
>0; | ag1 aos as3 >0,,‘A|>0

ay; >0 )
a1 a22

as1 as2 ass

EXEMPLE A.5.7 (suite 1)

La matrice A de la forme quadratique est telle que

2 0 2 0 2
2>0;'O 2'—4>0; 0 2 1|=-18<0.
2 1 =2

Elle n’est donc pas définie positive.

A.5.2 NOTIONS DE GEOMETRIE DANS RE

A.5.2.1 Vecteurs

Considérons le vecteur-colonne

ai
a9 /
a = . = ( al a2 o .. aK ) .

aK
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Nous dirons que ay, est la k-eme composante de a (k = 1, ..., K). Nous pou-
vons représenter a géométriquement, dans 1’espace euclidien R a K dimen-
sions, par le segment de droite orienté dont I’extrémité initiale est I’origine O
des axes de R et dont I’extrémité finale est le point A dont les coordonnées
sont les composantes du vecteur a. Nous désignerons ce segment de droite par

OA.
EXEMPLE A.5.8

Plagons-nous dans R? (K = 2). Les axes de R? sont sous-tendus par
les vecteurs OF; et OF» (voir figure A.5.2.1); les coordonnées des
extrémités F1 et F» de ces vecteurs correspondent aux composantes

1 0 .
des vecteurs e; = 0 > etes = 1 , respectivement.
Soit A le point dont la coordonnée sur le premier axe est égale a 3

et celle sur le second axe est égale a 2. Ce point A est I'extrémité du
vecteur « géométrique » O A auquel nous pouvons associer le vecteur

3 — —_— —_—
« algébrique » a = ( 0 > Il est clair que OA= 3 OF;1 +2 OFE>

(vision géométrique) ou encore, de maniére équivalente, que a = 3e;+
2e, (vision algébrique).

1AE,
OE,
E;

0 OE, 1 2 3 4

F1G. 5.2 — Correspondance entre OAeta

Nous dirons encore que 3 et 2 sont les coordonnées de OA dans le
repére {OE1,OFE>}.

Y z z z T A =g
De maniere générale, nous désignerons par OF1,OFs, ..., OFEk les
vecteurs définissant les axes de R, Nous pouvons leur associer respective-
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ment les vecteurs « algébriques »

1 0 0

0 1 0

0 0 0
e = . ,€2 = . e, €K =

0 0 0

0 0 1

Si le point A de RX a pour coordonnées a; sur le 1° axe, ay sur le
. N
2° axe, ..., ax sur le K° axe, nous pouvons associer a OA le vecteur

/
a= ( a; az -+ A ) . Nous avons, d’un point de vue géométrique,

—

ﬁ: a1 OFy +a3 OF; +... 4+ axg OFk ou encore, d’un point de vue
algébrique, a = a1e; + ages + ... +axerk.

A.5.2.2 Distance et norme euclidienne

Considérons dans R¥ les points A et B — ou, de maniere équivalente,
les vecteurs O A et OB — dont les coordonnées sont les composantes de

a:<a1 e ap e ax )' et b:(b1 T T )',

La distance euclidienne d( A, B) entre les points A et B est donnée par

d(A, B)

7

(ak — bk)Q.

. . - z - N

La norme (euclidienne) du vecteur OA, notée || OA ||, correspond a

la longueur (euclidienne) de ce vecteur ou encore, en d’autres termes, a la
distance d(O, A) entre I’origine O de R¥ et le point A :

K
| OA || =d(0,4) = | > ai.
k=1

Un vecteur dont la norme est égale a 1 est dit normé ou unitaire. Diviser
. . —_— —_—
un vecteur par sa norme donne un vecteur unitaire : OA /|| OA || est de norme
égale a 1.

EXEMPLE A.5.9

1 4
Prenons a = ( A > etb = ( 3 > (voir figure 5.3).
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4 A

3 B

2]

17 c

3/5 ey

0 : ‘ ‘ ‘
0 45 2 3 4 5

F1G. 5.3 — Distance et norme

La distance euclidienne entre les points A et B est égale a

d(A,B) =+/(1—4)2+ (4—3)2=v9+1=+10 = 3.16.

—_—
La norme de OB vaut :

| OB || = V42 + 32 = V25 = 5.

—

OB , R I
Le vecteur OC'= ﬁ est de norme égale a 1; son extrémité C

1 4/5
a pour coordonnées les composantes de ¢ = —b = ( / ) (voir

5 3/5
figure 5.3).
—_— PE— .o .
Notons encore que les vecteurs OFE1, ..., OFEk qui définissent les axes
de RE sont unitaires : | OE}, || = 1 pour toutk = 1,..., K.

A.5.2.3 Produit scalaire

Le produit scalaire de OA et OB — nous le désignerons par
<ﬁ, @> — est le nombre réel défini par

b1
<Ug704§>:a’b=(a1 e ay e aK> b:k ziakbk.

) k=1

bk

EXEMPLE A.5.9 (suite 1)
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— - , <
Le produit scalaire de O A et OB est égal a

<5f1@>:a’b:( 1 4 ) ( g ) — 4412 =16.

On vérifie aisément que
(0A,08) =, (08,03 = as,... (R, OF) = axc

la coordonnée du point A sur un axe de R¥ est égale au produit scalaire de
OA et du vecteur unitaire qui définit ’axe.

Observons aussi que

A.5.2.4 Cosinus d’un angle

La figure 5.4 permet de visualiser le cosinus d’un angle o (o €
[0°,360°)).

F1G. 5.4 — Cosinus de «

Nous avons, pour tout angle « :
—1<cos(a) <1 et 0<cos*(a)<1.

Le tableau suivant indique la valeur de cos(a) et cos?(a) pour différents
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angles particuliers « :

oY 0° 45 90°  180° 270°  360°
(1807 (=907 (0)
cos(a) | 1 v2/2 0 -1 0 1
cos?(a) | 1 0.5 0 1 0 1

L. —_— —
Désignons par o4 5 1’angle entre les vecteurs O A et O B. On peut mon-
trer que son cosinus est égal a

<ﬁ,5§>
COS («x =
an) = BA o8|

EXEMPLE A.5.9 (suite 2)

Etant donné que <ﬁ7 55> = 16, || OB | = 5 et
| OA || = V17 = 4.12, nous obtenons :
16
cos (aap) = B - 0.78.

Dans certaines situations, le cosinus de 1’angle entre deux vecteurs
possede une interprétation statistique intéressante. Replacons-nous dans le
cadre de travail présenté au paragraphe A.5.1.3. Soit X. une matrice de va-
leurs centrées (de dimension nn X 2) :

Y11 Y12
X = Yi1 Y2
Yn1 Yn2

— _ 1 n I — 1 n P s 12
avecyy = > .4 yi1 = 0etyy = - > ", Yo = 0. Considérons les vecteurs

Y11 Y12

y1 Yi1 et y2 = Yi2 ;

Yn1 Yn2
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e - . . ) o . 9
notons OY; et OY5 leurs représentations géométriques. Le cosinus de 1’angle
entre OY; et OY; est donné par

CcoSs (ay1y2) = — 22:1 Yi1Yi2 _ S12 —

1OV [110Ys | V(C vd) (D yh)  s152

ou s1, S2, S12 et r sont respectivement 1’écart-type de la série statistique
{yir;i =1,...,n}, "écart-type de la série {y;2;7 = 1,...,n}, la covariance
et le coefficient de corrélation de la série bivariée {(y;1, yi2);i = 1,...,n}.

A.5.2.5 Vecteurs orthogonaux

—_— —
Les vecteurs O A et OB sont orthogonaux — ou perpendiculaires — si
et seulement si (ssi) ’angle 45 est égal 4 90° ou 270°(= —90°), c’est-a-dire

. . . —_ >
ssi cos(aap) = 0, autrement dit encore ssi <OA, OB> =0.

EXEMPLE A.5.9 (suite 3)

Soit OD le vecteur « géométrique » associé a d = ( 1/ )

Puisque <ﬁ,@> = 2-2 = 0, OA et OD sont des vecteurs

orthogonaux dans R?.

—_— —_— . ,
Un ensemble de H vecteurs OUy, . .., OUy est dit orthonormé lorsque
les vecteurs OU}, sont normés — || OUp, | = 1 pourtouth = 1,..., H —et

orthogonaux deux a deux — <OUh, OU1> =Opourtouth #1 € {1,...,H}.

A.5.2.6 Projection orthogonale d’un point sur une droite passant par
I’origine

Considérons la droite A passant par 1’origine O de R” et définie par
le vecteur unitaire OU dont les coordonnées sont les composantes de u =

/
( Uy o UK ) (voir figure 5.5).
La projection orthogonale du point A sur la droite A est le point de
cette droite le plus proche de A. Désignons ce point par Pa(A). Le vecteur
APa(A) — vecteur dont I"origine est A et I’extrémité est Pa(A) — se ca-

—_—
ractérise par le fait qu’il est orthogonal a OU ou, autrement dit, perpendicu-
laire a la droite A.

On montre que

OPa(A)= @, W> oU



CALCUL MATRICIEL ET GEOMETRIE DANS R¥ 45

FIG. 5.5 — Projection orthogonale du point A sur la droite A
ce qui implique que

| OPA(A) || = |(04,00)| =

K
E AUk
k=1

EXEMPLE A.5.10

Soient les points D, A et B dont les coordonnées dans R? sont respec-

1 5
tivement les composantes des vecteurs d = ( 9 ) a= ( 1 > et

2
b = < 3 ) (voir figure 5.6). Considérons la droite A ayant la méme

direction que OD et recherchons les coordonnées des projections
orthogonales Pa(A) et Pa(B) de A et B sur cette droite.

Etant donné que || OD || = /1+4 = /5, le vecteur unitaire oU
définissant la droite A a pour coordonnées les composantes de u =

L 1/V/5

Vi \ 2/vE )

Calculons <OU,@

) 2)-2-to-L
3 )TV5 V5 VA

Il s’ensuit que OPa(A)= % OU ; les coordonnées de Pa(A) dans

8-
e

7/5
R? sont les composantes du vecteur Lu = / .
V5 14/5
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5
4
3 PAA)
2 D Tl
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1
U
0 _—
2 1 1 2 3 4 5
14+
PaB) &
24
8 B

FIG. 5.6 — Projection orthogonale d’un point sur une droite

A AD. (o —4 AT . 2
De méme, OPa(B)= =z OU'; les coordonnées de PA(B) dans R

—4 —4/5
sont les composantes du vecteur —u = .
V5 —-8/5

A.5.2.7 Projection orthogonale d’un point sur un sous-espace de R” en-
gendré par H vecteurs orthonormés (H < K)

Soient W];, . ,WI; H vecteurs orthonormés dans R% . Ces vecteurs
définissent — engendrent — le sous-espace £ de R¥ constitué de toutes les
combinaisons linéaires Zthl ap W}: (ap, € R). Ce sous-espace L contient
I’origine O de R¥ et est de dimension H.

—_—

Ainsi, par exemple, le vecteur normé OU de R¥ définit la droite (sous-

espace de dimension 1) passant par O dont les points sont les extrémités des

—— L, —_—

vecteurs de la forme o OU (a € R); les vecteurs orthonormés OU; et OU,

engendrent le plan (sous-espace de dimension 2) passant par O dont les points

sont les extrémités des vecteurs de la forme vy OU; +a OUs (g, ap € R);
etc.

La projection orthogonale P, (A) du point A sur le sous-espace L est le
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point de £ le plus proche de A. On montre que

S (o07.0%) 0T

h=1

H _—
Z OPx,(4)
h=1

OP.(A)

ou Ay, est la droite engendrée par OUp, (h =1,..., H).

,AZ

T A

FIG. 5.7 — Projection orthogonale d’un point sur un plan

A.5.2.8 Valeurs et vecteurs propres d’une matrice carrée A x . i
a) Définitions

Considérons une matrice A de dimension K x K et un vecteur-colonne
u a K composantes. Le produit Au, de dimension K x 1, définit un nouveau
vecteur 2 K composantes. La matrice A permet ainsi de définir une transfor-
mation de I’espace R¥, c’est-a-dire une fonction de R” dans R¥ : celle qui
envoie le vecteur u de R¥ sur le vecteur v = Au de R¥.

EXEMPLE A.5.11
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Soit la matrice
4 1
A = .
2 3

e ) . . 1
Elle définit une transformation de R? qui envoie le vecteur u; =

2

1 6
= , le vecteur
2 8
2 1
et le vecteur us =
6 1

4
sur le vecteur vi = Au; = ( 9

1
3
Uz = 9 Sur vog = AUQ =

5
survs = ( 5 ) = bus.

Vi

Va

Uz

V3

=S

o REN W A O O N ® ©
P L ,

o
-
N
w
~
o
=
~

FIG. 5.8 — Transformation de R? définie par A

Nous pouvons visualiser I'effet de cette transformation sur la figure 5.8
dans laquelle, par souci de simplification, nous utilisons la méme no-
tation pour les vecteurs « algébriques » ui, uz et us, et pour leurs
représentations géométriques.

Dans cet exemple, us est envoyé par A sur un multiple de lui-méme.

Un vecteur ug x1 (non nul) et un scalaire A sont respectivement vecteur
propre et valeur propre (associée) de A si Au = \u.

Si u est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors au
Iest aussi(*) pour tout o € Ry. L’ensemble des vecteurs propres ainsi obtenus
définit une direction propre associée a \.

EXEMPLE A.5.11 (suite 1)

(4) En effet, Au = Au implique que A(cqu) = cAu = adu = A(au).
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1 . i
Le vecteur uz = 1 est un vecteur propre de la matrice A associé

a la valeur propre 5. Il en est de méme pour tout multiple de us. On

2 10 2
vérifie par exemple que A = =5

Le vecteur usz définit ainsi dans R? une direction propre pour A, autre-
ment dit une direction du plan qui n’est pas modifiée par la transforma-
tion définie par la matrice A.

b) Détermination des valeurs et vecteurs propres de A

On montre que A est une valeur propre de A g« si et seulement si
A annule le déterminant de la matrice A — AI ou I est la matrice identité de
dimension K x K. Grace a ce résultat, nous voyons que déterminer les valeurs
propres de A revient a rechercher les solutions de 1’équation |A. — AI| = 0.

EXEMPLE A.5.11 (suite 2)

4

1
sont les solutions A\ de
2 3

Les valeurs propres de A = (
o ok . 10 .
'équation |[A — AXI| =0ouI= 0o 1| Nous pouvons éctire :

|A—\|=0
4-x 1
2 3-2)
& (A-NB-A)-2=0

& 12-42-32+X-2=0
s MN-7A+10=0.

< =0

Cette équation du second degré possede deux solutions réelles : A1 =
5et )\2 = 2.

Nous avons déja vu que ( 1 > était un vecteur propre de A associé a
la valeur propre A1 = 5. Pour trouver un vecteur propre correspondant

4 o = 2, il suffit de chercherw = | ' | vérifiant
w2

a(m)==(n)

4wy + we = 2w
2w + 3ws = 2ws

c’est-a-dire
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Ou encore
w2 = —2w1.

1
En prenant par exemple w1 = 1, on obtient le vecteur propre ( 5 )

1
Tout multiple de 9 est lui aussi vecteur propre de A associé a

la valeur propre Ay = 2.

¢) Remarques

Remarque A.5.1 1l arrive que ’équation |[A — AI| = 0 ne posséde pas de
solution réelle. Cela signifie que la matrice A ne posséde aucune valeur propre
(réelle), autrement dit encore que la transformation de R* définie par A ne
laisse aucune direction fixe.

EXEMPLE A.5.12

0 -1
Considérons la matrice A = ( L 0 ) Léquation |A — M| = 0
s’écrit
-2 -1
=0,
1 =X
c’est-a-dire
M41=0,
ou encore A2 = —1. Cette équation ne posséde pas de solution réelle.
Il n"existe dans R? aucune direction laissée fixe par la transformation
définie par A.

Remarque A.5.2 Toute matrice A g« i possede au plus K valeurs propres
distinctes. Dans certains cas, une valeur propre est solution multiple de
I’équation |A — MI| = 0 — on parlera de valeur propre multiple — ; on peut
alors lui associer un sous-espace propre de dimension égale a sa multiplicité.
Ilustrons cette situation au moyen de I’exemple suivant.

EXEMPLE A.5.13

. Pour ce

O =~ O
= o O

4
Recherchons les valeurs propres de A = 0
0

faire, résolvons I'équation |A — AI| = 0. Nous avons :

4—-A 0 0
0 4-A 0 =0
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Cette équation possede deux solutions : A1 = 4, de multiplicité égale a

2, et )\2 =1.

Les vecteurs propres associés a A\1 = 4 sont les vecteurs u =
/

( Ul U2 U3 ) solutions de

4 0 O u1l U1
0 4 0 U2 =4 w2 )
0 0 1 us u3
c’est-a-dire tels que
duy = 4duq
411,2 = 4’U,2
uz = 4dus
et donc tels que us = 0. Les vecteurs propres correspondant a

A1 = 4 sont ainsi tous les vecteurs dont la 3° composante est nulle : ils
définissent un plan propre (le plan horizontal engendré par les deux pre-
miers axes de R?), c’est-a-dire un plan laissé fixe par la transformation
définie par A.

Les vecteurs prop/res associés a A2 = 1 sont les vecteurs u =
( Ul U2 U3 ) solutions de

4 0 0 Uy ul
0 4 0 uz == U2 5
0 0 1 U3 U3
c’est-a-dire tels que
4U1 = Ul
dus = us
us = us.

Il s’agit des vecteurs dont les deux premiéres composantes sont nulles,
’

autrement dit des vecteurs multiples de ( 0 0 1 ) ; ils engendrent

une direction propre de la transformation définie par A.

Observons que la direction propre associée a A2 = 1 est orthogonale
au plan propre associé a A1 = 4.

Plus généralement, si I’équation |A — AI| = 0 posséde une solution de

multiplicité £ (1 < k < K), ensemble des vecteurs propres associés a cette
valeur propre multiple constitue un sous-ensemble de R” de dimension k et
définit ainsi un sous-espace propre a k dimensions de la transformation définie
par la matrice A.

d) Valeurs et vecteurs propres d’une matrice symétrique

Si A g« i est une matrice symétrique, la somme des multiplicités de ses

différentes valeurs propres est égale a K : si nous désignons par A1, ..., Ay
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les H (H < K) valeurs propres distinctes de A et par kq, . .., kg leurs mul-
tiplicités respectives, nous avons ki + ... + kg = K. En d’autres termes
encore, les différents sous-espaces propres de la transformation de R¥ définie
par la matrice A — les sous-espaces définis par les vecteurs propres associés
aux différentes valeurs propres de A — ont des dimensions dont la somme est
égale a K.

EXEMPLE A.5.13 (suite 1)

4 0
A = 0 4 est une matrice symétrique. Nous I'avons vu,
0 0

—= o O

elle posséde deux valeurs propres distinctes, A1 = 4 et Ao = 1, de
multiplicités respectives 2 et 1. A \; = 4 correspond un plan propre
(sous-espace de R® de dimension 2) et 4 A2 = 1 est associée une
direction propre (sous-espace de R® de dimension 1). Nous avons bien
24+1=3=K.

Les vecteurs propres associés a deux valeurs propres distinctes de A sont
orthogonaux. Par ailleurs, si A; est une valeur propre de A de multiplicité
kp, > 1, il lui correspond un sous-espace propre L; de dimension k; dans
lequel on peut choisir kj, vecteurs propres (associés a A\p) orthogonaux deux a
deux, qui seront considérés par la suite comme les vecteurs engendrant le sous-
espace propre L. On peut ainsi définir un ensemble de K vecteurs propres
uj,...,ug de A, orthogonaux deux a deux et que 1’on peut prendre, sans
perte de généralité, de norme égale a 1. Ce systeme orthonormé de vecteurs
propres de la matrice A peut étre pris comme nouveau repere dans R

EXEMPLE A.5.13 (suite 2)

Le plan propre associé a A1 = 4 est le plan de R?® constitué de tous
les vecteurs dont la 3° composante est nulle. Nous pouvons par
exemple définir ce plan a partir des deux vecteurs propres orthonormés

u = ( 1 0 O ) et ux = ( 0 1 0 ).D‘autreschoixsont
bien sir possibles : par exemple, u; = ( 1/vV/2 1/V2 0 ) et
w=(1/V2 -1/v2 0).

La direction propre associée a A2 = 1 est engendrée par le vecteur
/

propre unitaire us = ( 0 0 1 ) ; ug est orthogonal a tout vecteur

propre associé a A1 = 4, donc en particulier a u; et us.

Les vecteurs ui, uz et us constituent un repére — une base — ortho-
normé(e) de R3.

On vérifie également que si la matrice symétrique A g« x possede les
valeurs propres distinctes Ay, . .., Ag de multiplicités respectives k1, ..., kg :

1. (/\1)k1 (AH)k’H = |A|,
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2. kyA + ...+ kgAg = tr(A), ot tr(A) est la trace de la matrice A,
c’est-a-dire la somme de ses composantes sur la premiere diagonale
K
(tr(A) = Zk:l ark).
Si la matrice symétrique A i« i est définie positive, toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.

EXEMPLE A.5.13 (suite 13)

0 O
A = 4 0 est définie positive. Ses deux valeurs propres
1

0 0
sont strictement positives.

Si la matrice symétrique A i« x est semi-définie positive, ses valeurs
propres sont positives ou nulles, et il y a au moins une valeur propre nulle. Le
nombre de valeurs propres non nulles (strictement positives) est égal au rang
de A.

e) Le cas particulier de la matrice de corrélation

Considérons le tableau individus x caracteres issu de I’observation de p
variables quantitatives sur n individus. Ce tableau peut étre représenté par la
matrice

11 1k Z1p
Xn><p = Tl Tik Lip
xnl ... xnk} ... xnp

Les p colonnes de X constituent p séries statistiques univariées d’effectif n
que I'on peut centrer et réduire. Soit X, la matrice contenant les données
centrées réduites :

zll DR Zlk .. le
Xcr = Zi1 Tt Zik Tt Zip
znl DR znk: .. an

N — - 1 ¢ 2 _ 1\ = \2
ol zi, = (Tip — Tp)/Sk>avec Ty = - > i T et sy = = > . (Tik — Tg)
[i=1,....,netk=1,...,p].

Nous I’avons vu dans ’exemple A.5.3, la matrice de corrélation R —
matrice contenant les coefficients de corrélation de Bravais-Pearson entre les
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p séries statistiques constituant les colonnes de X — peut s’ obtenir facilement
a partir de X, grace a la relation suivante :

1
R =

n

X! Xer

R est une matrice symétrigue et (au moins) semi-définie positive. En
effet, pour tout vecteur x non nul de R? :

1
xXRx = fx’X’chax
n

1
= = (Xcrx)/ XX

1
- | Xex] > 0.

On montre par ailleurs que la matrice R est définie positive si le rang de
R est égal a p. Puisque le rang de R est égal(® a celui de la matrice X, ou
encore de la matrice X, nous pouvons affirmer que R est définie positive si
les p colonnes de X (ou X,,) sont linéairement indépendantes(G).

Les propriétés des valeurs et vecteurs propres d’une matrice symétrique
présentées ci-avant s’appliquent donc aux valeurs et vecteurs propres de la
matrice de corrélation R. Ainsi, de maniere générale, les valeurs propres de
R sont positives ou nulles et leur somme est égale a tr(R) = p, c’est-a-
dire au nombre de variables considérées. Le nombre de valeurs propres non
nulles (strictement positives) est égal au rang(R) = rang(X), soit au nombre
maximum de colonnes de X qui sont linéairement indépendantes.

() Voir paragraphe A.5.1.4.
(6) On suppose ici que n 2> p, ce qui est souvent le cas en pratique.





